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Übungen zur Vorlesung

”
Mathematik im Querschnitt“

-Lösungsvorschlag-

1. Gegeben ist die inhomogene lineare Differentialgleichung 2 Ordung

y′′ + 4 y = sin(2x). (∗)

Wir betrachten zunächst die homogene lineare Differentialgleichung

y′′ + 4 y = 0 (∗0)

Allgemeine Lösung von (∗0):
Das charakteristische Polynom von (∗0)

χ(λ) = λ2 + 4 = (λ− 2i)(λ+ 2i)

hat die beiden konjugiert–komplexen Nullstellen λ1,2 = ϱ ± iσ = ±2i, also mit ϱ = 0 und σ = 2;
damit bilden die beiden Funktionen

φ1 : R → R, φ1(x) = eϱx cos(σx) = cos(2x),

und
φ2 : R → R, φ2(x) = eϱx sin(σx) = sin(2x),

ein Fundamentalsystem von (∗0). Die allgemeine Lösung von (∗0) ist damit

φc1,c2(x) = c1 cos(2x) + c2 sin(2x), x ∈ R, mit c1, c2 ∈ R.

Partikuläre Lösung von (∗):
Die rechte Seite der inhomogenen linearen DGL

y′′ + 4 y = sin(2x) (∗)

ist von der Form b(x) = p(x) ea x sin(k x) mit der Polynomfunktion p(x) = 1 vom Grade m = 0,
a = 0 und k = 2. Da a + ik = 2i eine einfache Nullstelle von χ(λ) ist, ist die Vielfachheit α = 1.
Für die partikuläre Lösung φp von (∗) wählen wir damit den Ansatz

φp(x) = q1(x)e
ax cos(kx) + q2(x)e

ax sin(kx) = q1(x) cos(2x) + q2(x) sin(2x)

= (r1x+ s1) cos(2x) + (r2x+ s2) sin(2x), x ∈ R,

mit Polynomfunktionen q1(x) = r1 x + s1 und q2(x) = r2 x + s2 vom Grade m + α = 0 + 1 = 1;
nachdem x 7−→ s1 cos(2x) und x 7−→ s2 sin(2x) die homogene Gleichung (∗0) lösen, können wir
s1 = s2 = 0 wählen. Wir machen also für φp nun den modifizierten Ansatz

φp(x) = r1x cos(2x) + r2x sin(2x)

und haben dann

φ′
p(x) = r1 (cos(2x)− 2x sin(2x)) + r2 (sin(2x) + 2x cos(2x))

= (r1 + 2r2x) cos(2x) + (r2 − 2r1x) sin(2x)

φ′′
p(x) = (2r2 cos(2x)− 2 (r1 + 2r2x) sin(2x)) + (−2r1 sin(2x) + 2 (r2 − 2r1x) cos(2x))

= 4 (r2 − r1x) cos(2x)− 4 (r1 + r2x) sin(2x), jeweils x ∈ R.



Es ist dann

φp Lösung von (∗)
⇐⇒ 4(r2 − r1x) cos(2x)− 4(r1 + r2x) sin(2x) + 4(r1x cos(2x) + r2x sin(2x)) = sin(2x) ∀x ∈ R
⇐⇒ 4 r2 cos(2x)− 4 r1 sin(2x) = sin(2x) ∀x ∈ R
⇐⇒ 4 r2 cos(2x) + (−4 r1 − 1) sin(2x) = 0 ∀x ∈ R

⇐⇒ r2 = 0 ∧ r1 = −1

4
.

Also ist φp(x) = −1
4 x cos(2x), x ∈ R, eine partikuläre Lösung von (∗).

Allgemeine Lösung von (∗):
Damit ist die Gesamtheit der Funktionen

φ(x) = c1 cos(2x) + c2 sin(2x)−
1

4
x cos(2x), x ∈ R,

mit c1, c2 ∈ R die allgemeine Lösung von (∗).
Lösung des AWP:
Mit

φ(x) =
(
c1 −

1

4
x
)
cos(2x) + c2 sin(2x)

φ′(x) = −1

4
cos(2x)− 2

(
c1 −

x

4

)
sin(2x) + 2c2 cos(2x)

=

(
2c2 −

1

4

)
cos(2x)− 2

(
c1 −

x

4

)
sin(2x)

ergibt sich unter Berücksichtigung der gegebenen Anfangsbedingungen

y(0) = 0 : c1 cos 0 + c2 sin 0 = 0 ⇐⇒ c1 = 0

y′(0) = 0 :

(
2c2 −

1

4

)
cos 0− 2c1 sin 0 = 0 ⇐⇒ 2c2 =

1

4
⇐⇒ c2 =

1

8
;

Folglich ist

φ(x) =
1

8
sin(2x)− x

4
cos(2x), x ∈ R,

die (maximale) Lösung des gegebenen Anfangswertproblems.

2. Gegeben ist die inhomogene lineare Differentialgleichung 2 Ordung

y′′ − 2y′ + 5y = 4ex sin(x). (∗)

Wir betrachten zunächst die homogene lineare Differentialgleichung

y′′ − 2y′ + 5y = 0 (∗0)

Allgemeine Lösung von (∗0):
Das charakteristische Polynom von (∗0)

χ(λ) = λ2 − 2λ+ 5



hat die beiden konjugiert–komplexen Nullstellen

λ1,2 =
2±

√
4− 20

2
=

2±
√
−16

2
=

2±
√
16 i

2
= 1± 2i.

also
λ1,2 = ϱ± σ i mit ϱ = 1 und σ = 2;

damit bilden die beiden Funktionen

φ1 : R → R, φ1(x) = eϱx cos(σx) = ex cos(2x),

und
φ2 : R → R, φ2(x) = eϱx sin(σx) = ex sin(2x),

ein Fundamentalsystem von (∗0). Die allgemeine Lösung von (∗0) ist damit

φc1,c2(x) = c1e
x cos(2x) + c2e

x sin(2x), x ∈ R, mit c1, c2 ∈ R.

Partikuläre Lösung von (∗):
Die rechte Seite von (∗) ist von der Form b(x) = p(x) ea x sin(k x) mit der Polynomfunktion p(x) = 4
vom Gradem = 0, a = 1 und 1 = 2. Da a+ik = 1+i keine Nullstelle von χ(λ) ist, ist die Vielfachheit
α = 0.
Für die partikuläre Lösung φp von (∗) wählen wir damit den Ansatz

φp(x) = q1(x)e
ax cos(kx) + q2(x)e

ax sin(kx) = q1(x)e
x cos(x) + q2(x)e

x sin(x)

= rex cos(x) + sex sin(x), x ∈ R,

mit Polynomfunktionen q1(x) = r und q2(x) = s vom Grade m+ α = 0 + 0 = 0.

Es ist

φ′
p(x) = rex cosx− rex sinx+ sex sinx+ sex cosx

φ′′
p(x) = rex cosx− rex sinx− rex sinx− rex cosx

+ sex sinx+ sex cosx+ sex cosx− sex sinx

= −2rex sinx+ 2sex cosx , jeweils x ∈ R.

Es ist dann

φp Lösung von (∗) ⇐⇒ φ′′
p(x)− 2φ′

p(x) + 5φp(x) = 4ex sin(x) ∀x ∈ R
⇐⇒ −2rex sinx+ 2sex cosx− 2rex cosx+ 2rex sinx− 2sex sinx− 2sex cosx

+ 5rex cosx+ 5sex sinx = 4ex sin(x) ∀x ∈ R
⇐⇒ (2s− 2r − 2s+ 5r)ex cosx + (−2r + 2r − 2s+ 5s− 4)ex sinx = 0 ∀x ∈ R
⇐⇒ 3rex cosx+ (3s− 4)ex sinx = 0 ∀x ∈ R
⇐⇒ 3r = 0 ∧ 3s− 4 = 0

⇐⇒ r = 0 ∧ s =
4

3
.

Also ist φp(x) =
4
3 e

x sinx, x ∈ R, eine partikuläre Lösung von (∗).

Allgemeine Lösung von (∗):
Damit ist die Gesamtheit der Funktionen

φ(x) = c1e
x cos(2x) + c2e

x sin(2x) +
4

3
ex sinx, , x ∈ R,

mit c1, c2 ∈ R, die allgemeine Lösung von (∗).



3. Wir betrachten die Differentialgleichung (wir schreiben y statt f(x))

y′ = y ·
(1
x
+ cos(x)

)
, x > 0. (∗0)

Hierbei handelt es sich um eine homogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung mit der stetigen
Funktion

a :]0,∞[→ R, a(x) =
1

x
+ cos(x).

Eine Stammfunktion A von a ist

A(x) = lnx+ sinx, x > 0.

Folglich ist (wir schreiben f statt wie üblich φc)

f(x) = c eA(x) = c elnx+sinx = celnx · esinx = c · x · esinx, x > 0,

mit c ∈ R, die allgemeine Lösung von (∗0) (weil aber die Zielmenge von f laut Angabe ]0,∞[ sein
soll, dürfen wir nur c > 0 betrachten).

Wir bestimmen nun c > 0 so, daß

kπ

2e
≤ f

(kπ
2

)
≤ kπe

2
(+)

für alle k ∈ N erfüllt ist. Es ist

f
(kπ

2

)
= c · kπ

2
· esin(

kπ
2
) =


c · kπ

2 · e1 , für k = 1, 5, 9, 13, ...

c · kπ
2 · e−1, für k = 3, 7, 11, 15, ...

c · kπ
2 · e0, für k = 2, 4, 6, 8, ...

.

Wir unterscheiden 3 Fälle:

1.Fall: k ∈ {1, 5, 9, 13, ...}, also k = 4l + 1, l ∈ N0.

Dann ist

kπ

2e
≤ f

(kπ
2

)
= c · kπ

2
· e1 ⇐⇒ 1

e2
≤ c, und

kπe

2
≥ f

(kπ
2

)
= c · kπ

2
· e1 ⇐⇒ c ≤ 1.

Also ist (+) für alle k = 4l + 1, l ∈ N0, genau dann erfüllt, wenn

1

e2
≤ c ≤ 1.

2.Fall: k ∈ {3, 7, 11, 15, ...}, also k = 4l + 3, l ∈ N0.

Dann ist

kπ

2e
≤ f

(kπ
2

)
= c · kπ

2
· e−1 ⇐⇒ 1 ≤ c, und

kπe

2
≥ f

(kπ
2

)
= c · kπ

2
· e−1 ⇐⇒ c ≤ e2.

Also ist (+) für alle k = 4l + 1, l ∈ N0, genau dann erfüllt, wenn

1 ≤ c ≤ e2.



3.Fall: k ∈ {2, 4, 6, 8, ...}, also k = 2l + 2, l ∈ N0.

Dann ist

kπ

2e
≤ f

(kπ
2

)
= c · kπ

2
⇐⇒ 1

e
≤ c, und

kπe

2
≥ f

(kπ
2

)
= c · kπ

2
⇐⇒ c ≤ e.

Also ist (+) für alle k = 2l + 2, l ∈ N0, genau dann erfüllt, wenn

1

e
≤ c ≤ e.

Insgesamt ist also (+) für alle k ∈ N genau dann erfüllt, wenn

c = 1.

Damit ist die einzige stetig differenzierbare Funktion

f :]0,∞[ −→ ]0,∞[ ,

die die in der Aufgabenstellung angegebenen Bedingungen erfüllt

f(x) = x · esinx, x > 0.

4. Es handelt sich bei

y′ =
y2

x(x+ 1)
, −1 < x < 0,

um eine Differentialgleichung y′ = h(x) ·g(y) mit getrennten Variablen mit den stetigen Funktionen

h :]− 1, 0[ −→ R, h(x) =
1

x(x+ 1)
, und g : R −→ R, g(y) = y2.

Man beachte, daß wir, im Hinblick auf die Angangsbedingung y(−1
2) = 1, für den Definitionsbereich

von h ein (möglichst großes) Intervall I wählen müssen, welches −1
2 enthält, also I =]− 1, 0[.

Die Funktion g ist sogar stetig differenzierbar, also ist die Bedingung ii) aus 2.8 erfüllt und es
gibt nach 2.8 zu jedem Punkt (x0, y0) ∈ R2 eine eindeutig bestimmte Lösung φ : Dφ −→ R mit
φ(x0) = y0. Zunächst liefert die Nullstelle y1 = 0 von g die konstante Lösungen

φ1 : ]− 1, 0 [ −→ R, φ1(x) = 0,

und eine Lösung φ kann, wegen der Eindeutigkeit, keinen Punkt mit φ1 gemeinsam haben (also
Gφ ∩Gφ1 = ∅); es gilt also entweder

φ > 0 oder φ < 1 .

Aufgrund der Anfangsbedingung y(−1
2) = 1 > 0 müssen wir also nur die DGL

y′ =
y2

x(x+ 1)
, −1 < x < 0, y > 0,



betrachten. Wir trennen die Variablen und formen äquivalent um

dy

dx
=

y2

x(x+ 1)∫
1

y2
dy =

∫
1

x(x+ 1)
dx =

∫
1

x
dx−

∫
1

x+ 1
dx (Partialbruchzerlegung!)

−1

y
= ln |x| − ln |x+ 1|+ c (für eine Konstante c ∈ R)

y(−1
2) = 1 : −1

1 = ln | − 1
2 | − ln | − 1

2 + 1|+ c =⇒ −1 = ln(12)− ln(12) + c =⇒ c = −1

1

y
= − ln(−x) + ln(x+ 1) + 1 = ln(x+1

−x ) + 1

y =
1

ln(x+1
−x ) + 1

.

Die maximale Lösung des Anfangswertproblems ist also

φ : Dφ −→ R, φ(x) =
1

ln(x+1
−x ) + 1

,

wobei für den maximalen Definitionsbereich gilt:

Dφ =
]
− e

e+ 1
, 0

[
.

Hierzu beachte man, daß ja φ(x) > 0 für alle x ∈ Dφ ⊂]− 1, 0[ gelten muß: es ist für x ∈]− 1, 0[

1

ln(x+1
−x ) + 1

> 0 ⇐⇒ ln
(x+ 1

−x

)
+ 1 > 0

⇐⇒ ln
(x+ 1

−x

)
> −1

⇐⇒ x+ 1

−x
> e−1

(e-Funktion, bzw. ln, ist streng monoton wachsend)

−x>0⇐⇒ x+ 1 > −x

e

⇐⇒ x+
x

e
> −1

⇐⇒ x
(
1 +

1

e

)
> −1

⇐⇒ x >
−1

1 + 1
e

= − e

e+ 1
.


