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Ubungen zur Vorlesung
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-L6ésungsvorschlag-

1. Gegeben ist die inhomogene lineare Differentialgleichung 2 Ordung
y" + 4y = sin(2z). (%)
Wir betrachten zunéchst die homogene lineare Differentialgleichung
y' +4y=0 (o)

Allgemeine Losung von (xq):
Das charakteristische Polynom von (xg)

XA) =A% 44 = (X —2i)(\+ 26)

hat die beiden konjugiert-komplexen Nullstellen A1 9 = o & i0 = 24, also mit ¢ = 0 und o = 2;
damit bilden die beiden Funktionen

1 :R—=R, ¢i(z) = e cos(ox) = cos(2x),

und
w2 R—= R, @o(z)=esin(ox) = sin(2x),

ein Fundamentalsystem von (xg). Die allgemeine Losung von (%) ist damit
Ver,e0(@) = c1c08(2x) + casin(2z), € R, mit ¢1,c2 € R,

Partikulédre Losung von (x):
Die rechte Seite der inhomogenen linearen DGL

y" + 4y = sin(2z) (%)

ist von der Form b(z) = p(x) e®” sin(k z) mit der Polynomfunktion p(z) = 1 vom Grade m = 0,
a = 0und k = 2. Da a + ik = 2i eine einfache Nullstelle von x(\) ist, ist die Vielfachheit o = 1.
Fiir die partikuldre Losung ¢, von (x) wéhlen wir damit den Ansatz
op(x) = qi(x)e™ cos(kx) + ga(x)e® sin(kx) = q1(x) cos(2z) + g2(x) sin(2z)
= (r1z + s1) cos(2x) + (rox + s2)sin(2z), z € R,
mit Polynomfunktionen ¢;(x) = r1x + s1 und ¢2(z) = r9x + s9 vom Grade m +a =041 = 1;

nachdem x —— s;cos(2z) und & — sy sin(2z) die homogene Gleichung (o) l6sen, kénnen wir
51 = so = 0 wihlen. Wir machen also fiir ¢, nun den modifizierten Ansatz

op(x) = rax cos(2z) + rox sin(2x)

und haben dann

@p(x) = r1 (cos(2x) — 2z sin(2x)) + ro (sin(2z) 4 22 cos(2z))
= (r1 + 2rox) cos(2z) + (rp — 2r1x) sin(2x)
@y () = (2ry cos(2z) — 2 (r1 + 2rox) sin(2x)) + (—2ry sin(2x) + 2 (ry — 2r1z) cos(2z))

4 (rq — rix) cos(2z) — 4 (r1 + rox) sin(2z), jeweils = € R.



Es ist dann
¢p Losung von ()
<= 4(rg — riz) cos(2x) — 4(r1 + rox) sin(2x) + 4(r1x cos(2x) + rexsin(2z)) = sin(2z) Vo € R
<= 4ry cos(2z) — 4r; sin(2x) =sin(2z) VzeR
<= 4ry cos(2z) + (—4r; — 1) sin(2x) =0 VzeR
1
—ro=0 A Tl:_i'

Also ist ¢,(z) = —3 z cos(2z), = € R, eine partikulire Losung von ().

Allgemeine Losung von (x):
Damit ist die Gesamtheit der Funktionen

1
o(z) = ¢y cos(2x) + cosin(2z) — Vi cos(2z), = €R,

mit ¢, c2 € R die allgemeine Losung von (x).
Losung des AWP:
Mit

1
o(z) = (c1 — Ex) cos(2x) + c2sin(2x)
1
o(x) = ~2 cos(2x) — 2 <01 - %) sin(2z) 4 2c¢z cos(2x)
1 T\ .
= <202 - > cos(2x) — 2 (cl - —) sin(2x)
4 4
ergibt sich unter Beriicksichtigung der gegebenen Anfangsbedingungen
y(0)=0 : c1cos04cesin0=0 <= ¢ =0
’ 1 . 1 1
y'(0)=0 202—1 cosO—2clsln0:0(:>262:Z<:>02:f;

8

Folglich ist

1
o(z) = A sin(2z) — zcos(Qx), z € R,

die (maximale) Losung des gegebenen Anfangswertproblems.

. Gegeben ist die inhomogene lineare Differentialgleichung 2 Ordung
y" — 2y + by = 4e” sin(x). (%)
Wir betrachten zunéchst die homogene lineare Differentialgleichung
y' =2y +5y=0 (*0)

Allgemeine Losung von (xq):
Das charakteristische Polynom von (xq)

x(A) =X =2\ +5



hat die beiden konjugiert—komplexen Nullstellen

244 —-20 2++/-16 2++/161 149
= == == 2.
2 2 2

A2 =
also
M2=p¢o*f0ci mit p=1 und o =2;
damit bilden die beiden Funktionen
v1:R—=R, pi(x) =e% cos(ox) =e" cos(2z),
und
p2: R =R, pa(x)=e"sin(ox) = e’ sin(2z),
ein Fundamentalsystem von (xp). Die allgemeine Losung von (%) ist damit
Oere0(X) = c1€7 co8(22) + c2e”sin(2z), x € R, mit ¢1,c2 € R.

Partikuldre Losung von (x):

Die rechte Seite von (x) ist von der Form b(x) = p(x) e sin(k x) mit der Polynomfunktion p(x) = 4
vom Grade m = 0, @ = 1 und 1 = 2. Da a+ik = 1+i keine Nullstelle von () ist, ist die Vielfachheit
a=0.

Fiir die partikuldre Losung ¢, von (x) wéhlen wir damit den Ansatz

op(x) = q1(z)e™ cos(kx) + qa(x)e sin(kx) = qi(x)e” cos(z) + g2(z)e” sin(x)

=re” cos(x) + se®sin(z), =z € R,

mit Polynomfunktionen ¢i(z) = r und ¢2(x) = s vom Grade m +a =040 = 0.

Es ist
@p(x) = re” cosx — re’ sinx + se” sinx 4 se” cosx
/ . .
@y (x) = ref cosz —re®sinx — re®sinx — re cosx
X .3 X X X 2
+ se”sinx + se” cosx + se” cosx — se”sInT

= —2re®sinz + 2se” cosx jeweils x € R.
Es ist dann
@p Losung von (x) <= ¢, () — 2@} (x) + 5pp(x) = 4e®sin(z) Yz € R

— —2re”sinz + 2se” cosx — 2re® cosx + 2ret sinx — 2se® sinx — 2se” cos x

+5re® cosx + Hse’sinz = 4e"sin(x) Vo e R

< (2s—2r—2s+5r)e“cosz + (—2r+2r —2s+5s—4)e“sinc =0 VzeR
<= 3re*cosxz+ (3s —4)e’sine =0 VzeR

— 3Ir=0 A 35—4=0

— r=0 A s:g.

Also ist  @p(z) = %em sinz, € R, eine partikuldre Losung von (x).

Allgemeine Losung von (x):
Damit ist die Gesamtheit der Funktionen

4
o(x) = c1e” cos(2x) + c2e” sin(2z) + 3 e’ sinx,, = €R,

mit ¢, c2 € R, die allgemeine Losung von ().



. Wir betrachten die Differentialgleichung (wir schreiben y statt f(x))

y =y- (é + cos(af)), x > 0. (*0)

Hierbei handelt es sich um eine homogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung mit der stetigen
Funktion

a:)0,00[—= R, a(x)= % + cos(x).

Eine Stammfunktion A von a ist
A(z) =Inz +sinz, = > 0.
Folglich ist (wir schreiben f statt wie iiblich ¢,)
F(x) = ce@) = gelnatsine _ polna | csine _ oy osine o

mit ¢ € R, die allgemeine Losung von (o) (weil aber die Zielmenge von f laut Angabe |0, oo[ sein
soll, diirfen wir nur ¢ > 0 betrachten).

Wir bestimmen nun ¢ > 0 so, daf3

fiir alle k € N erfiillt ist. Es ist

k k‘ C.kTﬂ'.el , fur k:1’5’97137'”
f(??):zc"z'émﬁg)Z e Bm el fiir k=3,7,11,15, ...
c-kroe0 fiir k=2,4,6,8, ...

Wir unterscheiden 3 Falle:

1.Fall: ke {1,5,9,13,...}, also k =4l + 1,1 € Np.

Dann ist
km km k4 1
e S(T) eyt e wd
kme km km 4
> — ) =c-— - <= c<1.
2 H(5)=ey e €=

Also ist (+) fiir alle k = 41 4+ 1,1 € Ny, genau dann erfiillt, wenn
1
o) <c<l1.

2.Fall: ke {3,7,11,15,...}, also k = 41 + 3,1 € Np.

Dann ist
km km km
()= 22 — 1< d
Qe_f(Q) 5 € =6 u
kme km km 9
> — ) =c-— <e“.
5 _f<2) c 5 e <= c<e

Also ist (+) fiir alle k = 41 4+ 1,1 € Ny, genau dann erfiillt, wenn

1< c<eé



3Fall: ke {24,6,8, ..}, also k=20+2,1€N,.

Dann ist

km km km
R ki el <
2e_f<2> 7 s¢ und

1
— -
e
’fﬂe>f(’ﬂ> by c<e
2 - 2 2 -

C

o

Also ist (+) fiir alle k = 21 4 2,1 € Ny, genau dann erfiillt, wenn

1
—<c<e.
e

Insgesamt ist also (+) fiir alle k& € N genau dann erfiillt, wenn
c=1.
Damit ist die einzige stetig differenzierbare Funktion
f:]0,00[ — 10, 0] ,
die die in der Aufgabenstellung angegebenen Bedingungen erfiillt

f(m) — . esin17 x> 0.

4. Es handelt sich bei )
/ Yy

= — -1<z<0
Y z(x+1) e

um eine Differentialgleichung ' = h(x)-g(y) mit getrennten Variablen mit den stetigen Funktionen

1 2

h:—1,0 — R, h(m’):ma und g:R — R, g(y) =y~

Man beachte, dafl wir, im Hinblick auf die Angangsbedingung y(—%) = 1, fiir den Definitionsbereich
von h ein (moglichst grofles) Intervall I wihlen miissen, welches —% enthilt, also I =] —1,0].

Die Funktion g ist sogar stetig differenzierbar, also ist die Bedingung ii) aus 2.8 erfiillt und es
gibt nach 2.8 zu jedem Punkt (zo,y0) € R? eine eindeutig bestimmte Lésung ¢ : D, — R mit
©(zo) = yo. Zunichst liefert die Nullstelle y; = 0 von g die konstante Losungen

e1:]—-L0[— R, ¢i(z)=0,

und eine Losung ¢ kann, wegen der Eindeutigkeit, keinen Punkt mit ¢; gemeinsam haben (also
G, NGy, = D); es gilt also entweder

>0 oder p<l1

Aufgrund der Anfangsbedingung y(—3) = 1 > 0 miissen wir also nur die DGL

/ 3/2

=—, —-1<z<0,y>0
y $($+1)7 x 7y Y



betrachten. Wir trennen die Variablen und formen &quivalent um
dy Y
dr — z(z+1)

1 1 1 1
/3/2 dy = / m de = /w dr — / 1 dx (Partialbruchzerlegung!)

1
—— :1n|:z:] —ln\x+1| + ¢  (fiir eine Konstante ¢ € R)

Y
y(—%):l —%zln|—%]—ln\—%+1]+c = —12111(%)—111(%)4-6 = c=-1
1
—=-In(-z)+In(z+1)+1 = In(2) +1
)
_ 1
Y7 (=) 11

Die maximale Losung des Anfangswertproblems ist also

p:D, — R, cp(x):T

wobei fiir den maximalen Definitionsbereich gilt:

o] ol

Hierzu beachte man, da8 ja ¢(z) > 0 fir alle x € D, C] — 1,0[ gelten mufl: es ist fir €] — 1,0]

1 1
>0 = () 10
In(=>) +1 —x
1
<= In (QH_ ) > -1
—x
r+1 1
<~ > e (e-Funktion, bzw. In, ist streng monoton wachsend)
—x
@P z+1>——
e
T
<— z+—> -1
e
— ;1:(1 + 7> > -1
e
-1 e
< T > = —




